1) Risolvereil seguente Sgemalineare:

IX+y+z=6

:'3x- 2y+z=2

¥- X+2z=5
Trattandos di un dstema quadrato (il numero delle equazioni € ugude a numero dele incognite),
occorre, in primo luogo, verificare se il Sssema dato € o meno risolubile secondo Cramer, cioe se €

soddisfatta 0 meno la condizione necessaria e sufficiente imposta dal Teorema di Cramer, secondo cui
un dstema quadrato ammette una ed una sola soluzione se e s0lo il determinante dela matrice de
coefficienti associata d Sstema assegnato e diverso da zero. Nel caso specifico, quindi, risultar
X
y z
el 1 16 1 1 1
A=§¢3 -2 1: P detA=| 3 -2 1=-4-1+40-2-0-6=-1310 P D=detA=-13

g-loz;z, -1 0 2

Poiché il determinante della matrice dei coefficienti delle incognite del ssema € diverso da zero, ne
segue che il sstema dato, secondo il Teorema di Cramer, ammette una ed una sola soluzione ricavabile
ddle ben note formule di Cramer. Precisamente risulta

avendo indicato con:

D il determinate dellametrice dei coefficienti delle incognite ddl sstema, ovvero il detA;

Dy il daerminate ddla matrice ottenuta da A sodtituendo la colonna dei coefficienti della x con la
colonnadé termini noti;

Dy il determinate della matrice ottenuta da A sSodtituendo la colonna dei coefficienti della 'y con la
colonnade termini noti;

D, il deerminate ddla matrice ottenuta da A sodtituendo la colonna dei coefficienti ddla z con la
colonnadea termini noti.

Maallorasegue:
X 'y z N vy z
&l 1 16 6 1 1
A=§3 -2 1: P D=2 -2 1=-24+5+0+10-0-4=-13 Pp D =-13
§-1 0 25 5 0 2
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X 'y z X N z
el 1 16 1 6 1
A=$3 -2 17 P D=3 2 1/=4-6+15+2-5-36=-26 P D =-26
-1 0 2% 1 5 2
X y 7 X y N
®3 1 -16 1 1 6
A=$-4 -2 -1 P D,=[3 -2 2=-10-2+0-12-0-15=-39 b D,=-39
éz 0 1y -1 0 5§
Quindi s ha
(% SRR 2 B0
e (4]
(e [0S

(xy,2)=(1,2,3

Risolviamo adesso il medesmo sgema con il metodo ddla matrice inversa e confrontiamo che la
soluzione che otterremo € identica a quella precedentemente trovata con il Teorema di Cramer. Poiché,
per quanto Vvisto sopra, risulta detA = D= -13 1 0, segue che la matrice A ammette I'inversa A™* che
occorre ora determinare con uno dei due metodi ben noti:

el 1 1(‘)’
A=S3 -2 17
él 25

Cdcoliamo I'inversa di A utilizzando il metodo deIIa matrice de complementi agebrici, ovvero la
relazione:

Atz oA
detA .
Dobbiamo quindi scrivere, in primo luogo, lamétrice dei complementi dgebrici A . Risulta
Cu:+-2 1‘:_4; _ |3 1‘:_7; - 3 -2‘:_2;
0 2 -1 2 -1 0
Cﬂ:-‘; ;‘—-2; C22:+_::II: ;‘:3; Cp=- _i ;‘2-1;
Cy, =+ ! jl:S' C :—1 j':Z' C :+1 j:—S
il ) ' 32 3 1 3 3 -
dacui segue
ed -7 -20 &4 -2 35
K=%2 3 -1 p (K)=%7 3 2
és 2 -55 é-z -1 -55
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Pertanto:

= 2 36 & 2 30
st 2 o B BT W BB
At=_1 A)T:ik‘?-? 3 2__9_ .3 3: b i_¢/ 3 3:
detA -13§ ¢13 13 137 ¢13 13  13%
2 -1 556, 4 g* G2 1 57
5 1 135 5 B B
Dunque:
e 2 30 a4 4 150
a6 gls 13 3 “60 ¢13 13 137
X=AN P Qy_—(} .3 .2 €T p Qy: ¢42_6 10+
é;@lB 13 3§5 §¢9131313—
Zg €2 1 5 Z2"?12225
§13 13 13y gls 13+13g
ciog&
aexb' E=o)
yT=Co*

e

Dunque la soluzione trovata, operando sa con il metodo di Cramer che con quello dela matrice
inversa, com’ é facile congtatare, € lamedesima.

2) Risolvereil ssguente ssemalineare:

1X+2y+3z=10

:’ X+2z=5

13x- 2y+5z=10
Occorre, in primo luogo, verificare se il Sstema dato, essendo quadrato (il numero delle equazioni €
uguae a numero delle incognite), € 0 meno risolubile secondo Cramer, cioé se € soddifatta 0 meno la
condizione necessaria e sufficiente imposta dd Teorema di Cramer, secondo cui un sistema quadrato
ammette una ed una sola soluzione 2 e s0lo il determinante della matrice dei coefficienti associata d
sstema assegnato é diverso da zero. Nd caso specifico, quindi, risulta:

@a 2 36 1 2 3
A=S1 0 27 P detA=[l 0 2=0+12-6-0+4-10=0 b D=detA=0
és -2 54 3 -2 5

Poiché, il determinante della matrice dei coefficienti delle incognite dd sstema é ugude a zero, ne
segue che il dstema dato non € risolubile utilizzando il Teorema di Cramer, motivo per cui bisogna
andare a controllare se ammette soluzioni in base d Teorema di Rouché-Capdli, ovwwero < il
rango della matrice incompleta e uguae a rango della matrice completa.
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Risulta, pertanto:

X y z
d 2 36
A=S1 0 27 b 0<r(A)E3 b detA=D=0 b r(A)?3
B 2 5
Poiché
Xy
12‘:_210
1 0
ne segue che &

r(A) =2
in quanto esiste un minore del secondo ordine, estraibile da A, diverso da zero.
Occorre ora controllare il rango della matrice completa, ottenuta dalla matrice A con I'aggiunta ddla
colonnade termini noti:

X 'y z N
ada 2 3 106
AN=1 0 2 57 P O0<r(AN)£3
§3 -2 5 104
Utilizzando il Teoremadegli Orlati, 9 ha
1 2
=-210 b r(AN)32
1 O
per cui occorre andare acacolare adesso | suoi minori orlati.
Precisamente;
X y Z X y N
1 2 3 1 2 10
M=detA=[1 O =0;M"=[1 0 5|=0+30-20-0+10-20=0
3 -2 5 3 -2 10
Poiché entrambi i minori orlati del terzo ordine sono nulli, ne segue proprio che:cioeé
r(AN) =2
ciog

r(A) =r(AN)=r=2
owero € soddisfetta la condizione necessria e sufficiente di risolubilita di un Sstema imposta dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Dunque il Sstema dato ammette soluzioni.
Poiché, inaltre, il numero delle incognite dd sstema € n = 3 (le incognite che figurano nd Sstema sono

proprio x, y e 2) e risulta n > r, segue che il Sstema ammette ¥ "' =¥ *2 =¥' guzioni, cice le
soluzioni del sstema dipendono da un unico parametro.
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Essendo, poi, il minore diverso da zero:

X

1 2
=-210

1 0

codiituito da coefficienti delle incognite x ed y che figurano ndlla seconda e nella terza equazione, il

sstema dato e equivaente d seguente:

1 X+2y+3z=10

% X+2z=5
Inoltre, poiché nd minore non nullo condderato sono deti coinvolti esclusvamente i coefficienti ddla
x e ddla y, e non qudli ddla z, bisogna consderare come parametro proprio I'incognita trascurata, cioe
laz Ne segue, quindi, posto z=t parametro reale:

I X+2y=10- 3>t

Ix=5-2
che ora, avendo la matrice de coefficienti diversa da zero, S puo risolvere o con uno dei metodi
classici, oppure con leregole di Cramer. Ne segue:

! 2=-210 Pp D=-2
1 0
10- 3 2
= =0-10+4t=4t-10 b D =4t-10
5-2t 0O
1 10- 3t
y= =5-2-10+3=t-5 P D =t-5
1 5-2t
dacui s ricava
D 0 _ _ . ..
(xy) =20 DO #H-101-56 e, o 156
SD'Dy & -2 '-2p 2 23
soluzione del Sstema equivaente a quello assegnato.
Dunque la soluzione del sstema dato sara:
l 5..
(x,y,z)zae-2t+5,-—t+—2
& 2 2p

cont parametrorede (t1 R).

3) Risolvereil seguente ssemalineare:

12x+y- z+3w =2

I 5x+4y- 2z+5w =1

Ix+2y-w=-3
Occorre, in primo luogo, osservare che il dstema dato € rettangolare (il numero delle equazioni €
diverso dd numero dele incognite): & infati, un sstema di ordine 3" 4 (3 equazioni e 4 incognite).
Bisogna dlora andare a controllare se ammette soluzioni in base d Teorema di Rouché-Capdli,
ovvero il rango ddla matrice incompleta é ugude d rango della matrice completa
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Risulta, pertanto:
X 'y z w
@2 1 -1 36
=5 4 -2 5. p 0<r(A)£3
él 2 0 -1
Utilizzando il Teoremadegli Orlati, § ha
X Y
‘2 i‘:s-szslo b r(A)22
5

per cui occorre andare a calcolare adesso i suoi minori orlati.

Precisamente:
X y Z X y w
2 1 -1 2 1 3

M=5 4 -2=0-2-10+4+8- 0=0; M"=|5 4 5=-8+5+30-12- 20+5=0
1 2 O 1 2 -

Poiché tutti i minori orlati del terzo ordine sono ugudi a zero, segue:
rA)r3 b rA)=2
Condderiamo adesso la matrice completa ottenuta da A aggiungendo ad essa la colonna del termini
noti:
X 'y z w N
&2 1 -1 3 206
AN=S5 4 -2 5 17 b O0<r(AN)£3

él 2 0 -1 -3
Occorre determinare ora il rango di AN. Sempre per il Teorema degli Orlati S pud partire da un minore
del secondo ordine diverso da zero edtraibile dalla matrice AN.

Sia esso:
X

2
5

Due orlati di tdi minori sono dati gia cdcolai in precedenza quando s e determinato il rango ddla
meatrice incompleta, precisamente:

i‘:s-s:slo P r(AN)32

X 'y z Xy w
2 1 -1 2 1 3
M=|5 4 -2=0-2-10+4+8-0=0; M"=|5 4 5=-8+5+30-12- 20+5=0
1 2 0 1 2 -
Resta dloradacacolare I’ ultimo minore orlato ottenuto aggiungendo la quarta colonna e laterzariga
X Y N
2 1 2
M'''=5 4 1/=-24+1+20-8-4+15=0
1 2 -3
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Poiché anche in questo caso tutti i minori orlati del terzo ordine sono ugudi a zero, S pud afermare
chee
r(AN) =2

Dunque:

r(A) =r(AN)=r=2
owero € soddisfatta la condizione necessria e sufficiente di risolubilita di un dstema imposta dd
Teoremadi Rouché-Capdli. Ne segue che il Sstema dato ammette soluzioni.
Poiché, inaltre, il numero delle incognite dd sstema € n = 4 (le incognite che figurao nd Sstema sono
proprio X, y, ze w) e risulta n > r, segue che il Sstema ammette ¥ "' =¥*? =¥? soluzioni, doe le
soluzioni del sistema dipendono da due parametri.
Poiché il minore diverso da zero:
Xy

2 1
=8-5=310
5 4

e codtituito dai coefficienti ddlle incognite x ed y che figurano ndla prima e nella seconda equazione, il
sstemadato e equivadente d seguente:

12x+y- z+3w=2

15x+4y- 2z+5w =1
Inoltre, poiché nd minore non nullo consderato sono Sati coinvolti esclusvamente | coefficienti della
X e ddla y, non qudli ddla z e ddla w, bisogna consderare come parametri proprio le incognita
trascurate, cioélaz elaw. Ne segue, quindi, posto z= h ew =k parametri redli:

i2x+y=2+h- 3k

15x+4y =1+2h- 5k
che ora, avendo la matrice dei coefficienti diversa da zero, s pud risolvere 0 con uno de metodi
classci, oppure con leregole di Cramer. Ne segue

2 1:8-5:310 b D=3

5 4
2+h-3k 1

D, = 3 =8+4h- 12k - 1- 2h+5k=2h-7k+7 b D, =2h- 7k+7
1+ 2h- 5k
2 2+h-3k

D, = 3 =2+4h-10k-10-5h+15% =-h+5k-8 b D, =-h+5k-8

Y |5 1+ 2h- 5K y

dacui g9 ricava

a2h- 7k+7 -h+5k- 86
& 3 ' 3 3
soluzione ddl sstema equivalente a quello assegnato.

Dunque la soluzione dd sistema dato sara:

a2h- 7/k+7 -h+5k-8 0
Xl lZ’W = ) ,hyk;
(xy,z,w) g 3 5 p
con he k parametri redi (h,kT R).
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4) Studiare la seguente funzione polinomide:
y=3X 42X - TX+2

CAMPODI ESISTENZA
Poiché g tratta di una funzione polinomide, risulta:
CE.={x] R:- ¥ <x<+¥}

La funzione data, come dd resto tutte le funzioni polinomidi, & definita su tutta la retta rede, motivo
per cui non ha asintati verticdi!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASSI
Poiché § & in presenza di un polinomio di terzo grado, occorre, in primo luogo, vedere se € possibile
scomporlo nd prodotto di due polinomi, uno di primo grado ed uno di secondo grado, atraverso la
Regola di Ruffini. | divisori del termine noto, ovwero 2, sono esattamente = 1, * 2, essendo 2 un
numero primo. Maadloras ha

P(x) =3x* +2x% - 7x+2
da cui, procedendo per tentetivi, risulta:
P(x=+1)= 30>+ 2:¢°- 74+2=3+2- 7+2=0
cioé per x = +1il polinomio s annulla. Quindi s ottiene il seguente prospetto:

3 2 -71+2
+1 3 S|-2
ERE 2|

Pertanto il polinomio P(x) s puo scrivere anche ndl seguente modo:
P(x)=3x" +2x>- 7x+2=(x - 1)(3%" +5x- 2)
Inoltre & possibile scomporre il polinomio di secondo grado:

Q(x) =3x* +5x- 2
utilizzando laformularisolutivar

_ -5+4/25424 -5++/49 -5:7 _-5-7_ _-5+7_ 1
X o= = = p =——=-2 ed %= ==
’ 6 6 6 6 6 3
Quindi risultar
Q(x) =3x*+5x- 2= (x+2)aE§(- 39
& 33
dacui:
P(x) =3¢ +2x - 7x+2=(x- 1)(3x*+5x- 2) =(x- 1) (x+ z)g%(- %9
(%]
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Scompogto il polinomio di terzo grado, risulta ora possbile determinare le intersezioni della funzione

datacon gli ass cartedani:

sodituendo, in'y, a
posto ddllax il vdore 0O

ix=0
Ty=3R+2%- Tx+2

A=(0,2)

sodituendo, in y, d
posto dellay il velore 0

iy=0
T,
il
iy=0 ilx-1=0
i 34 o2 0_ N b
10=3x"+2x"- 7x+2 ==0 jix+2=0
g 'I'.I.
.1 0
Sy ==
11773
iy=0
T, —
fxi_l &l Osno i punti di intersezione
p ix =- p B=(1,0);C=(-2,0);D=¢=,0= _
-:-X2 2 (+.0) ( ) %3’ 5 dellafunzione con I’ asse x
. 1
Ix. == @n,3
%73 @
SEGNO DELLAFUNZIONE
Risulta
i
Ix-1>0
3 e 16 I
y>0 P 3+2¢-7x+2>0 P (x-l)(x+2)8x-§+>0 P {x+2>0
p i
Ix-i>0
|
i
ix>1
P :'x>-2
i
x>t
i 3

eil punto di intersezione
ddlafunzione con |’ asey
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y<0

Dunques ha:

y>0 per - 2<x<%, x>1

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA
my=lim(3x°+2¢- 7x+2)= lim (3¢) =+¥ P |im y=+¥

li
X® +¥ X® +¥ X® +¥ X® +¥

limy=lim(3*+2x*- 7x+2)= im(3%)=-¥ P |imy=-¥
x® - ¥ X® - ¥ X® - ¥ X® - ¥

Lafunzione non ha asntoti orizzontdi!!!

STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
Risulta

D(3x°+2x*- 7x+2) =9x* +4x- 7

dacui segue

y'>0 b 9x*+4x-7>0

Troviamo, in primo luogo, le soluzioni ddl’equazione associata a tale disequazione utilizzando la
formula risolutiva ridotta:

-+ -7+ _9_ _
., = 2£4+63 _-2%467 5 =2 \/ﬁ@l,m e x = 2+4/67 @068
' 9 9 9 9
dacui:
9X° +4x-7>0 b X<ﬂ ed X>ﬂ
9 9
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Crescenza Crescenza

M

3

Dunque lafunzione haun massmoin x=ﬂ ed unminimoin x=ﬂ.

In particolare:
X:ﬂ b
9
_-2+\oT
9

Ne segue, quindi, che:

- J676  2- 670 e 2- 670
: 9

A R AL

9

++2@8,13
2
e 0 F 2 0
2+\/§ 2+9J6_7i+2@0’89
@

P Zg 9 i-7g

682+-\/6_7('.53

N R

[N

m(0,68;-0,89) &il punto di minimo

M (-1,13,8,13) &il punto di Massimo
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5) Studiare la seguente funzione razionde fratta:
_X-2x-3
3 +2
CAMPO DI ESISTENZA
Poiché s trattadi una funzione razionde frata, risulta
CE.={xl R:3x*+21 0} ={xT R:-¥ <x<+¥}

. . . 2 2 2
Essendo, perd, 3x*+2 la somma di due quadrai, precisamente (J§X) =3x" e (\/5) =2, segue che
€ sempre diverso da zero.
Lafunzione data, pertanto, non ha asintoti verticdi!!!

INTERSEZIONI CON GLI ASS

Risulta
1x=0 ix=0 s . :
L 2. o3 b | 3 b A=% .30 éil puntodi intersezione
Ly=X X (y=-==-1,5 & ' 25 delafunzionecon I'assey
Y= 32 7 2

X~ +
1y=0 iy=0 .
:y *-2x-3 P }'yz 2x- 3 b
+ 0 X - eX- L X eXe =0 ’|‘X2-2X-3:O
177 a+2 P a3 +2

S v =0
5 .}y J_ b ‘!y:() o ‘!y=0

+
ixm:#:li«/zzliz %xl:1-2:-1 %xz=1+2=3

ono i punti di intersezione

b B=(-10) e C=(30) dellafunzione con I asse x

SEGNO DELLAFUNZIONE
Risulta

x2_2x-3> X -2x-3>0 b | x<-1,x>3

y>0 P | | : .
3 +2 13 +2>0 1 sempre (somma di due quadrati)
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23-04-2006



Dunque:
y>0 per -1<x, x>3

LIMITI AGLI ESTREMI DEL CAMPO DI ESISTENZA
@230 @61 ]
2BV TANS 32 5 e NS, 3 W Y73

cioélarettadi equazione y = 5 € un adntoto orizzontae per lafunzione

1
AO..y=—
Y 3
STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
Risulta
o ®E - 2X- 36 _ (2x- 2)3x* +2)- (x*- 2x-3)X(6x) _
€ 3¢+2 (3¢ +2)°
_Bx3+4x- 6x7- 4- 6x3+12X° +18x _ 6X°+22x- 4
(3% +2) (3x*+2)°
dacui segue
2 . 16X°+22x- 4>0
g0 b ECRRA_ o OCrE
(3x2 +2) T(SXZ +2) >0
Poiché risulta
6X+2x-4=0 b 3C+1Ix-220 b x,= 1= “(1521+24 = '1116“145
b % =% 19 @384 ed %= % % @017
segue
}6xC +22x- 4>0 }.X<-11- J145 X>-11+\/145
y|>0 p |’ 32+22>0 ID I’ 6 ’ 6
T( X ) { sempre (éunquadrato)

Prof.ssa Daniela T ondini
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-11- 4145 -11+4/145
6 6

Crescenza Crescenza
M m
-11- 4 - +~/
Dunque lafunzione haun massmoin x :% edunminimoin x =% .

In particolare s ha

& 11- 4/145 92 i 263 11- /1450 3
6 O -

& 6
o 11-6\/145 b g8 s & 5 anar
2 11- 0
2 1- 19,
e %]
2 11+J1450 28 11+./1450
- 114145 '
x=—— ¥ p y=F€ ¢ % @158
6 2 11+4/145 0
3V 42
e 4]

Ne segue, quindi, che:
m(0,17;- 1,58) &il punto di minimo

M (- 3,84;0,42) &il puntodi Massmo
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IL GRAFICO

Osservazione
La funzione interseca I'asintoto orizzontade. Possamo cdcolare il punto di intersezione tra la funzione
assegnata e larettay = 3 risolvendo il seguente sstema:

N 2

Ly :w , (essendo uguai | primi membri delle due

1|, 3% +2 p X-2x3_.1 equazioni del Sistema dovranno necessariamente

iy= 1 x*+2 3 essere ugudli anche i secondi membri)

T° 3

o X231 3(x?- 2x- 3)-(3x2+2):0 b H-6x-9-3¢-2_
3xX¥+2 3 33X +2 3% +2

p -6x-11=0 P 6x+11=0 P X=-%@1,83

_eell 106

Dunqgueil punto di intersezionesara | = 8 53
@
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